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RESUMO 

Este artigo teve como objetivo apresentar algumas das metodologias empregadas na determinação da 

frequência natural das estruturas. Para tanto, escolheu-se como objeto de estudo uma viga biapoiada 

em concreto armado. O estudo da dinâmica das estruturas se justifica por existir uma grande 

preocupação com a ocorrência de vibrações excessivas, indesejáveis do ponto de vista estrutural, já 

que podem causar danos na estrutura devido ao alto valor dos esforços solicitantes provocados. 

Assim, para o conhecimento dos modos de vibração de uma viga biapoiada em concreto armado foi 

feita análise no programa ABAQUS®. Após análise, modelou-se em laboratório uma viga com 

mesmas propriedades e geometria para ensaio dos modos de vibração experimental com auxílio de 

um aparelho piezoeléctrico do tipo acelerômetro ADXL 345 para medição das acelerações 

instantâneas. Posteriormente as medições foi utilizado o MATLAB® para fazer a transformada de 

Fourier e encontrar as frequências naturais e só assim compará-las aos valores simulados 

numericamente pelo ABAQUS®. Os resultados desta pesquisa demonstraram-se satisfatórios, 

validando a análise com utilização de sensores do tipo acelerômetro e a modelagem numérica pelo 

ABAQUS® e que poderia ser aplicada para o estudo em estruturas mais complexas. 

 

Palavras-chave: Dinâmica, Vigas de concreto, Análise numérica, Vibrações. 

 

ABSTRACT  

This article aimed to present some of the methodologies used in determining the natural frequency of 

structures. For that, a reinforced concrete biaped beam was chosen as the object of study. The study 

of the dynamics of the structures is justified by the fact that there is a great concern with the 

occurrence of excessive vibrations, undesirable from the structural point of view, since they can cause 

damage to the structure due to the high value of the soliciting efforts caused. Thus, for the knowledge 

of the vibration modes of a biaped beam in reinforced concrete, an analysis was performed in the 

ABAQUS® program. After analysis, a beam was modeled in the laboratory with the same properties 

and geometry for testing the experimental vibration modes with the aid of a piezoelectric device of 

the ADXL 345 accelerometer type for measuring instantaneous accelerations. After the 

measurements, MATLAB® was used to make the Fourier transform and find the natural frequencies 

and only then compare them to the values simulated numerically by ABAQUS®. The results of this 

research proved to be satisfactory, validating the analysis with the use of accelerometer sensors and 

numerical modeling by ABAQUS®, which could be applied for the study in more complex structures. 

 

Keywords: Dynamics, Concrete beams, Numerical analysis, Vibrations. 

 

1 INTRODUÇÃO 

 A análise estrutural dinâmica completa tem por finalidade quantificar os esforços internos, as 

velocidades, as acelerações, os deslocamentos, frequências e modos de vibração, que são 

desenvolvidos em qualquer sistema estrutural, quando o mesmo é submetido a um carregamento 

arbitrário, cuja intensidade, direção e sentido variem com o tempo (RODRIGUES, 1997). 

 Essas ações que usualmente variam com tempo (posição, direção e/ou sentido) são 

denominadas como dinâmicas em caso de desenvolvimento de forças de inércias relevantes. Podem 

ser provenientes de atividade humana (como correr, pular, dançar), de equipamentos móveis como 

veículos e pontes rolantes ou partes móveis (vibradores, compactadores, turbinas, entre outros) e 

também proveniente da ação do vento, explosões, ondas marítimas e sismos. De acordo com Soriano 

(2014), tais ações provocam sobre a estrutura vibrações que não só podem danificá-la como provocar 
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fadiga de seus materiais e afetar a utilidade da mesma no que se refere ao conforto de seus usuários 

e ao funcionamento de equipamentos suportados pelas mesmas. 

 Na dinâmica de estruturas, uma grande preocupação é a ocorrência de vibrações excessivas, 

indesejáveis do ponto de vista estrutural, já que podem causar danos na estrutura devido ao alto valor 

dos esforços solicitantes provocados. As vibrações também podem comprometer sua segurança 

(VALENCIA, 2007). 

 O objetivo deste artigo é apresentar os modos e frequências naturais que ocorrerem 

especificamente em estruturas de concreto armado na condição de viga biapoiada, evidenciando 

algumas das principais metodologias de análise empregadas atualmente, sejam elas analíticas ou 

numéricas. 

 

2 DEFINIÇÃO TEÓRICA PARA UMA VIGA BIAPOIADA 

 Segundo o Princípio de Hamilton, é zero a subtração entre a variação da integral da energia 

cinética e a potencial somando a integral do trabalho virtual feito pelas forças não conservativas em 

qualquer que seja o intervalo de tempo. 

 Considerando a Lagrangiana como L = T - V, na qual T é a variação integral da energia cinética 

e V a energia potencial e, dado o trabalho virtual como 𝛿𝑊𝑛𝑐 = 𝑸𝒏𝒄𝑇  𝜹𝒒, sendo 𝑸𝒏𝒄𝑇 um vetor de 

forças generalizadas e q as coordenadas generalizadas definidas em qualquer conjunto de N variáveis 

independentes é possível chegar em uma expressão final para sistemas discretos de coordenadas 

generalizadas em função do tempo dada como: 

 

     𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝒒
) − 

𝜕𝐿

𝜕𝒒
= 𝑸𝒏𝒄      (1) 

 

 Segundo Meirovitch (1975), a Equação (1) e as demais equações da dinâmica das estruturas 

são simultaneamente um movimento de corpo rígido e movimento elástico. O primeiro varia no 

tempo com coordenadas variantes e o segundo é descrito na relação tempo e no espaço. 

 O comportamento das vigas à flexão foi estudado e estabelecido por Navier em meados do 

século XIX. A teoria de vigas de Navier despreza as deformações provenientes do esforço cortante, 

e propõe uma equação diferencial relacionando os deslocamentos transversais ѵ(x) de uma viga com 

sua carga uniformemente distribuída transversalmente q(x). Com a derivação do deslocamento 

transversal em relação a x e com a relação do momento fletor na seção transversal é possível se obter 

a seguinte equação: 

 

     
𝑑2ѵ

𝑑𝑥2 
=

𝑀(𝑥)

𝐸𝐼(𝑥)
      (2) 

 



Brazilian Journal of Development 
 

      Braz. J. of Develop., Curitiba, v. 6, n. 4, p.17931-17946, apr. 2020.    ISSN 2525-8761 

17934  

em que v é o deslocamento transversal, M(x) é o momento fletor na seção transversal, E é o módulo 

de elasticidade longitudinal e I é momento de inércia da seção transversal. 

 As hipóteses básicas para a formulação da teoria são: 

• Pequenos deslocamentos em relação às dimensões da seção transversal; 

• Deformações provenientes do cisalhamento são desprezados; 

• As seções transversais permanecem planas e normais ao eixo da barra mesmo quando se 

deforma (teoria de viga de Euler-Bernoulli); e 

• Considera-se o material com comportamento elástico linear (Lei de Hooke).  

 A partir do cálculo de equilíbrio da seção transversal e a Equação (2) é possível por meio de 

uma aproximação da derivada obter a Equação (3), sendo q(x) a taxa de carga distribuída: 

 

    𝑑2

𝑑𝑥2
[ 𝐸𝐼(𝑥)

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
 ] =  𝑞(𝑥)     (3) 

 

 A formulação de vigas de Euler-Bernoulli em relação à vibração transversal da estrutura é: 

 

     𝑑2

𝑑𝑥2
[ 𝐸𝐼(𝑥)

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
 ] −  𝜌𝐴 

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
= 𝑝(𝑥, 𝑡)    (4) 

 

 Para a vibração livre, tem-se:  

 

    𝑑2

𝑑𝑥2
[ 𝐸𝐼(𝑥)

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
 ] −  𝜌𝐴 ( 

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
 ) =  0    (5) 

 

 Dadas as condições de contorno para a extremidade de uma viga biapoiada: 

 

𝑤(0, 𝑡) =  0

𝑤(𝐿, 𝑡)  =  0

𝑀(𝑥 = 0)  = 𝐸𝐼
𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
= 0

𝑀(𝑥 = 𝐿)  = 𝐸𝐼
𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
= 0

    (6) 

 

 Craig (1981) define os modos de vibrar de uma viga biapoiada como sendo: 
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Figura 1. Viga biapoiada 

 

 De acordo com Rao (2008), a função dos modos de vibração natural de uma viga biapoiada é 

dada como: 

 
    𝑤𝑛(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑛𝑥) = 𝑠𝑒𝑛(

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)    (7)  

 

 E o regime permanente dessa viga submetida à ação de um carregamento dinâmico é dado 

por: 

 

   𝑞𝑛(𝑡) =  
1

𝜌𝐴𝑏𝑤𝑛
∫ 𝑄𝑛(𝑇)𝑠𝑒𝑛[𝑤𝑛(𝑡 − 𝑇)]𝑑𝑇

𝑡

0
    (8) 

 

em que, 

 
   𝑏 =  ∫ 𝑤𝑛

2(𝑥)𝑑𝑥 =  ∫ 𝑠𝑒𝑛2(𝛽𝑛𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0

𝐿

0
     (9) 

 

 Sendo assim, a equação final para a estrutura da viga biapoiada submetida ao carregamento 

dinâmico resulta em: 

 

  𝑤(𝑥, 𝑡) =  
2𝑓0

𝜌𝐴𝐿
∑ (

1

(𝑤𝑛
2− 𝑤2)

) 𝑠𝑒𝑛 (
𝑛𝜋𝑥0

𝐿
) 𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
) 𝑠𝑒𝑛(𝑤𝑡)∞

𝑛=1    (10) 

 

Figura 2. Modos de vibração da viga biapoiada 

 

3 MODELAGEM DE UMA VIGA DE CONCRETO EXPERIMENTAL NO ABAQUS®  
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 Para o estudo das frequências naturais em estruturas de concreto escolheu-se por meio de uma 

série de simulações qual a viga mais se aproximava do comportamento de frequência crítica 

estabelecida pela Norma NBR 6118/2014. 

 O objetivo foi identificar frequências que poderiam causar instabilidade ou insegurança aos 

usuários e compara-las com os valores de frequência crítica (fcrít) apresentados na Tabela 1. 

 
Tabela 1. Frequência crítica para vibrações verticais para alguns casos especiais de estruturas submetidas a 

vibrações pela ação de pessoas 

Caso fcrít (Hz) 

Ginásio de esportes e academias de ginástica 8 

Salas de dança ou de concreto sem cadeiras fixas 7 

Passarelas de pedestres ou ciclistas 4,5 

Escritórios 4 

Salas de concreto com cadeiras fixas 3,5 
 

 Os parâmetros da viga simulada numericamente estão na Tabela 2. 

 

Tabela 2. Parâmetros para viga de concreto 

Seção transversal 

Tipo retangular 

Altura (h) 0,2 m 

Largura (b) 0,12 m 

Massa da viga 115,2 kg 

Área da seção trransversal (A) 0,024 m2 

Momento de inércia (I) 8  10-5 m4 

Material 

Descrição Concreto 

Densidade 2400 kg/m3 

Módulo de elasticidade 30641,97 MPa 

Viga 

Comprimento L 2,4 m 
 

 Foram estudados os três primeiros modos de vibração para uma viga biapoiada por se 

considerar os modos que mais se aproximam dos métodos e simulações realizadas por outros autores 

(PRAZZO, 2011; MENÃO, 2014), e o desvio é < 5%. 
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Figura 3. Viga de concreto armado modelada no Abaqus® 

 

  

Figura 4. Viga de concreto armado na condição de biapoiada sobre a mesa de reação 

 

 

Figura 5. Condições de apoio da viga a) apoio de segundo gênero (fixo) b) apoio de primeiro gênero (móvel) 

 

4 ANÁLISE MODAL COM ACELERÔMETROS 

 A utilização de sensores e atuadores tem crescido visto sua praticidade de medir e atuar 

em um mesmo ponto. Além do que, proporciona uma facilidade reduzindo tamanho, peso e custos 

de sistemas de aquisição de dados e controle mais complexos. A geometria dos sensores permite 

que sejam inseridos diretamente na estrutura sem alterar suas características originais.  

 O acelerômetro permite respostas entre múltiplos domínios físicos. Por exemplo, aqueles 

materiais que convertem sinais elétricos em deformações mecânicas ou deformações mecânicas 

em saídas elétricas (PRAZZO, 2011). 

 A análise modal é uma excelente ferramenta para estudar as características do 

comportamento dinâmico de estruturas, pois através dela é possível obter funções de resposta em 

frequência e os parâmetros modais das mesmas (PRAZZO, 2011). 

 Nesse contexto, os acelerômetros têm sido utilizados devido ao seu baixo custo e baixo 

peso próprio podendo ser acoplados diretamente nas estruturas.  

 O acelerômetro utilizado foi o ADXL345 (Figura 6), uma vez que é pequeno, fino e 

consome pouca energia. Esse sensor possui três eixos com medição em alta resolução em até ± 

16 g. O ADXL345 é bem adequado para aplicações de dispositivos móveis, isto é, mede a 
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aceleração estática de gravidade em aplicações de sensores de inclinação, bem como a aceleração 

dinâmica resultante do movimento ou choque. em um dispositivo auxiliar que pode ser um 

computador, celular, tablet, etc. 

 

  

Figura 6. Acelerômetro ADXL345 

 

 A Figura 7 mostra a fase de testes para comunicação entre o acelerômetro e a controladora 

(dispositivo escravo e dispositivo mestre). Com a comunicação entre dispositivos realizada, criou-se 

um software para as leituras que se pretendia fazer na viga experimental com uma rede Wi-Fi sendo 

gerada da própria controladora armazenando os dados no computador via rede. 

 

 

Figura 7. Fase de testes do acelerômetro 

 

 O aperfeiçoamento do software deu a origem a um aplicativo de celular Android para a captura 

das acelerações na viga que se mostrou muito útil e prático, dado o fato do engenheiro poder andar 

com um dispositivo capaz de avaliar comportamentos dinâmicos de estruturas no próprio bolso. 

O ADXL345 opera como um escravo. Portanto, necessita de um dispositivo mestre para 

operar utilizando a técnica mestre-escravo. Somente um dispositivo mestre pode iniciar a 

comunicação. O dispositivo mestre é quem pergunta ao sensor quais informações ele quer saber e 
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recebe e interpreta as respostas do sensor. Os dispositivos escravos respondem de acordo com o 

pedido do dispositivo mestre, ou de acordo com a tarefa designada. Essas respostas são armazenadas. 

A Figura 8 mostra a interface do aplicativo criado para a leitura das acelerações na viga. 

 

  

Figura 8- Interface do aplicativo para leitura de aceleração instantânea 

 

5 RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 Quanto ao ensaio numérico os resultados são apresentados a seguir. A Figura 9 coincide 

com o primeiro modo de vibração esperado pela fundamentação teórica do comportamento de 

vigas biapoiadas, sendo compatível com os modos mostrados nas Figuras 10 e 11. 

 

  

Figura 9. Primeiro modo de vibração da viga de concreto 
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Figura 10. Segundo modo de vibração da viga de concreto 

 

 

Figura 11. Terceiro modo de vibração da viga de concreto 

 

 Os valores dos modos de vibração da simulação numérica foram plotados em um gráfico a 

fim de se mostrar o comportamento natural da estrutura ao longo do tempo, em que o eixo das 

abscissas é o modo de vibração e o eixo das ordenadas é a frequência respectiva de cada modo. 

 

Gráfico 1. Frequência numérica da viga de concreto armado 
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 Através da simulação é possível verificar que os valores do segundo modo de vibração da viga 

proposta não satisfaz o parâmetro da norma que prevê que a frequência natural da estrutura deve se 

afastar da frequência crítica em proporção de 20%, ou seja, conforme a NBR 6118/2014, para 

assegurar o comportamento satisfatório das estruturas sujeitas a vibrações, deve-se afastar o máximo 

possível a frequência própria da estrutura (f) da frequência crítica (fcrit), que depende da destinação 

da respectiva edificação. 

 Tomando como comparativo a Tabela 1 que mostra a frequência crítica provocada por pessoas 

nas estruturas (variando entre 3,5 e 8 Hz), percebe-se que a frequência limite para a estrutura se afastar 

dessas ações deve ser (2,9 Hz > fn ou fn > 9,6Hz). Como o segundo modo de vibração é de 

aproximadamente 6,2 Hz, ele está em uma faixa que poderia representar instabilidade para estrutura 

ou insegurança para os usuários. 

 Os resultados da modelagem experimental são apresentados a seguir. Como o comportamento 

da viga foi medido com auxilio do acelerômetro, os resultados iniciais foram dados em aceleração. 

Os gráficos abaixo mostram as diferentes acelerações dos eixos (X, Y, Z) em função do tempo e modo. 

No Gráfico 2, as abscissas mostram o número da amostra e no eixo da ordenada é mostrada a 

aceleração. 

 

  

Gráfico 2.  Modos de aceleração da viga em sua frequência natural do ensaio experimental 

 

 Após medir o modo de aceleração natural da viga de concreto armado foi realizado um ensaio 

dinâmico experimental. Nesse ensaio, excitou-se a viga com a ação de um vibrador próximo ao apoio 

de segundo gênero para medir seu comportamento com duração de 1 min de excitação com frequência 

constante. O Gráfico 3 mostra o comportamento da viga submetida à excitação. 
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Gráfico  1. Modos de aceleração da viga submetida a uma vibração forçada 

  

 Percebe-se que a alteração do comportamento da viga foi aferida pelo acelerômetro mostrando 

seus novos modos de aceleração para ação dinâmica. Os ensaios foram capazes de mostrar como a 

viga ficou vulnerável à excitação forçada pelo vibrador. Com a finalidade de mostrar como a 

excitação alterou o comportamento de cada eixo é que são mostrados nos Gráficos 4, 5 e 6. 

 
. 

  

Gráfico  2. Comparativo entre os modos de aceleração da viga em relação ao eixo X 

 



Brazilian Journal of Development 
 

      Braz. J. of Develop., Curitiba, v. 6, n. 4, p.17931-17946, apr. 2020.    ISSN 2525-8761 

17943  

 

Gráfico 3. Comparativo entre os modos de aceleração da viga em relação ao eixo y 

 

  

Gráfico 6. Comparativo entre os modos de aceleração da viga em relação ao eixo Z 

 

 Após o tratamento dos dados recebidos pelo acelerômetro foi possível utilizar-se da 

transformada de Fourier para a transformação das coordenadas de aceleração de cada eixo recebida 

em frequência única de vibração. Para tanto foi utilizado o software MATLAB. Os resultados podem 

ser observados no Gráfico 7. 
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Gráfico 7. Frequência experimental da viga de concreto 

 

 Comparando os dois gráficos de frequência natural da viga de concreto biapoiada é possível 

afirmar que o valor do ensaio numérico e do ensaio experimental convergiram. Entre parênteses no 

Gráfico 8 é mostrada, em porcentagem, qual o desvio entre o numérico e o experimental.  

 

  

Gráfico 8. Comparativo entre a frequência natural numérica e a experimental 



Brazilian Journal of Development 
 

      Braz. J. of Develop., Curitiba, v. 6, n. 4, p.17931-17946, apr. 2020.    ISSN 2525-8761 

17945  

6 CONCLUSÃO 

 Esse artigo procurou avaliar e comparar como se comporta a estrutura de concreto armado 

em seu modo de frequência natural, comparando os resultados com relação as preconizações da 

norma NBR 6118/2014, principalmente em atendimento às condições de segurança. Os resultados 

mostraram que nos dois primeiros modos de vibração a frequência da viga estudada está dentro 

da faixa crítica em que a norma orienta se afastar em até 20% (Tabela 1), estando fora dos padrões 

de segurança mesmo sendo dimensionada dentro dos parâmetros mínimos exigidos em norma.  

 Para afastar a presente viga dos modos de frequência natural crítico poder-se-ia tomar 

algumas ações de controle como o aumento da seção transversal por encamisamento, reforço com 

estrutura metálica, ou ainda reforço com PRFC utilizada em alguns países da Europa para o 

reforço de estruturas a ações sísmicas.  

 Os ensaios também permitiram o entendimento da importância da frequência natural na 

prática, visto que uma viga qualquer excitada por uma frequência não prevista e calculada pode 

assumir comportamento aleatório e de risco. 

 Os resultados demonstraram-se satisfatórios, validando a análise com utilização de 

sensores do tipo acelerômetro e a modelagem numérica pelo ABAQUS®, possibilitando assim, a 

aplicação e o estudo em estruturas mais complexas. 
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