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RESUMO

O objetivo deste estudo é a analise da confiabilidade dos resultados obtidos na resolucéo de matrizes
de ordem superior em comparagdo ao esforco computacional entre dois dos principais métodos
utilizados na resolucdo de sistemas lineares. Os métodos utilizados foram a Eliminacdo de Gauss,
tido como exato, e Decomposicdo de Cholesky. A justificativa deste trabalho da-se pela alta
complexidade dos estudos nessa area, fazendo-se necessaria a andlise do erro e do esforco
computacional por diferentes métodos de resolucdo de sistemas lineares, obtendo-se assim um
modelo eficaz de andlise estrutural computacional. Os dois metodos resolvem um sistema de
equac0es lineares da forma Ax = B, usual na formulagéo analitica para 0 método dos deslocamentos,
onde A é a matriz de rigidez, B é o vetor carga e x as deslocabilidades dos nds de uma estrutura
reticulada aleatdria. A linguagem de programacéo utilizada para o experimento foi a linguagem de
cddigo aberto Python 3.6, atraves do console Spyder 3.2. O pértico plano analisado é uma estrutura
de apenas trés pavimentos, tendo como variavel o nimero de pilares sendo gerada a analise de erro e
demonstrado o tempo de processamento do estudo, essa metodologia utilizada mostra-se bastante
satisfatoria para o estudo por ser gerada uma matriz de rigidez de ordem superior positiva definida.
Além disso, os resultados obtidos pelo programa desenvolvido coincidem com os valores obtidos em
softwares conceituados que calculam as deslocabilidades dos n6s em um pértico plano, apontando a
eficacia do programa estrutural desenvolvido.

Palavras-chave: Sistemas Lineares, Métodos Numéricos, Analise de Erro.

ABSTRACT

The aim of this study is to analyze the reliability of the results obtained in solving higher order
matrices compared to the computational effort between two of the main methods used in solving
linear systems. The methods used were Gaussian Elimination, taken as exact, and Cholesky
Decomposition. The justification for this work is given by the high complexity of studies in this area,
making it necessary to analyze the error and computational effort by different methods of solving
linear systems, thus obtaining an effective model of structural computational analysis. Both methods
solve a system of linear equations of the form Ax = B, usual in the analytical formulation for the
displacement method, where A is the stiffness matrix, B is the load vector and x the displacements of
the nodes of a random lattice structure. The programming language used for the experiment was the
open source language Python 3.6, through the Spyder 3.2 console. The planar portico analyzed is a
structure with only three floors, with the number of pillars being variable being generated the error
analysis and demonstrating the processing time of the study, this methodology used is shown to be
quite satisfactory for the study because a matrix is generated of defined positive higher order stiffness.
In addition, the results obtained by the developed program coincide with the values obtained in
reputable software that calculate the displacement of the nodes in a flat frame, pointing out the
effectiveness of the structural program developed.
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1 INTRODUCAO

A engenharia sempre conviveu com grandes desafios, buscando meios para contornar
eventuais problemas que surjam devido a concepcdo estrutural, dessa forma, a analise computacional
se mostrou grande aliada para execucdo de diferentes métodos construtivos.

Como forma de viabilizar a concepcdo de variadas estruturas, sao utilizados programas que
permitem o desenvolvimento de algoritmos, fixando-se caracteristicas e variaveis intrinsecas do
elemento, o que gera resultados com alta confiabilidade. Assim, softwares foram desenvolvidos
especialmente para permitir a andlise computacional de estruturas complexas, através do
desenvolvimento de algoritmos elaboradas em um curto periodo de tempo e com esfor¢o intelectual

bem menor em comparagdo aos métodos tradicionais.

Figura 1: Interacdo entre modelo, realizacdo de experimentos, simulacGes computacionais e aplicacdo de teorias.

Criar Modelo
Sistema Real > Sistema Virtual
Realizar Experimentos Realizar Simulagées Construir Teorias
l Aproximadas
Resultados Resultados Previsoes
experimentais computacionais tedricas
Comparar e Comparar e
aperfeicoar o aperfeicoar
modelo teoria

Fonte: Adaptado de ALLEN & TILDESLEY (1989).

O presente trabalho aborda resolucdes de sistemas de equacBes lineares, que aparecem

frequentemente na engenharia para resolucdo dos mais diversos tipos de problemas estruturais. Em
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analise computacional de estruturas geralmente é discutido como otimizar a eficiéncia da analise

quando existem certas restri¢oes relacionadas, por exemplo, a disponibilidade de tempo.

1.1 O PROBLEMA DA PESQUISA

Tendo como justificativa deste trabalho a alta complexidade dos estudos nessa area, fazendo-
se necessaria a analise do erro e do esforco computacional por diferentes métodos de resolucéo de
sistemas lineares, obtendo-se assim um modelo eficaz de andlise estrutural computacional. Com o
avanco das ferramentas computacionais, em conjunto dos métodos numéricos este estudo apresenta
uma analise computacional da resolucdo de matrizes de ordem superior com uso de um algoritmo
desenvolvido em linguagem Python 3.6, comparando os resultados numéricos com obtidos na

literatura através de formulacgdes tedricas.

1.2 JUSTIFICATIVA

Com a grande necessidade de buscar formas de reduzir o tempo de processamento na solucao
de problemas estruturais comumente presentes na engenharia, softwares de calculo estrutural sao
utilizados e requerem computadores cada vez mais potentes para a obtencdo de solugbes com alto

nivel de confiabilidade e eficiéncia.

1.3 OBJETIVOS

O objetivo deste estudo é a analise da confiabilidade dos resultados obtidos na resolucéo de
matrizes de ordem superior em comparacdo ao esforco computacional entre dois dos principais
métodos utilizados na resolucdo de sistemas lineares, a Eliminacdo de Gauss e Decomposicdo de
Cholesky.

2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 METODOS NUMERICOS
2.1.1 Introducédo aos Métodos Numéricos

De acordo com Santos (2008), uma forma de resolver um sistema linear é substituir o sistema
inicial por outro que tenha 0 mesmo conjunto solugdo do primeiro, mas que seja mais facil de resolver.
O outro sistema é obtido depois de aplicar sucessivamente uma série de operagdes, que nao alteram
a solucdo do sistema.

Sistemas de equaces lineares aparecem frequentemente em matematica aplicada, economia
e engenharia. Deste modo, um sistema de equacdes lineares € um conjunto de equacdes lineares

envolvendo o mesmo conjunto de variaveis. A solugdo de um sistema linear é dada por um conjunto
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de valores que ao mesmo tempo satisfaz todas as equacdes do sistema. O resultado pode ser obtido a
partir de métodos diretos e métodos iterativos.

Os metodos diretos sdo caracterizados por uma quantidade definida e sequenciada de
operacoes, pela qual a solucdo do sistema é obtida. Os Métodos Iterativos caracterizam-se pela busca
do resultado de um sistema linear através de etapas (iteracdes). Para cada iteracdo é encontrada uma
aproximacao para a solugdo do sistema. A sequéncia de aproximacoes tende para a solugdo exata
quando o numero de etapas tende a infinito.

2.1.2 Eliminacgéo de Gauss

O método da Eliminacdo de Gauss permite a resolucdo de sistemas lineares através da
transformacgdo da matriz estendida do sistema analisado em uma matriz triangular superior, de
resolucdo imediata. Apds a triangularizacdo do sistema, a solucdo pode ser obtida por substituicdo
regressiva. Para isso, sdo utilizadas operacGes que anulam os elementos localizados abaixo da

diagonal principal da matriz estendida, sendo elas:

1. Multiplicagéo de uma linha por uma constante ndo nula.
2. Substituicdo de uma linha por ela mesma somada a um multiplo de outra linha.

3. Permutacdo de duas linhas.

De acordo com CUNHA (2000), E importante que a eliminacdo seja feita de forma
sistematica, pois assim podemos elaborar algoritmos para 0s programas computacionais.
Considerando um sistema linear qualquer de ordem n, em que o0 nimero de equacdes € igual

ao numero de incognitas, temos:

( Ar. X1+ Ar. Xot Ags. X+ ...+ Ay Xj=bs
Aor. X1+ Azz. Xo+ Agz. Xat ... + Agj. Xj =y
{ Asi. X1+ Azz. Xo+ Agz. Xt ... + Agj. Xj=Ds

Air. X1 + Aiz. Xot+ Aiz. Xat+ ... + Ajj. Xj= b
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ﬁll A Az ... A b \

Az Ax Axs ... Ay b
[A/b]: Azt Az Asz ... Az bs

Ai Az Az ... Aj b
\_ _/

Seja Ax = b um sistema linear, a sua resolucdo pelo método de Gauss segue as seguintes etapas:

1. Obtencdo da matriz aumentada (A/ b) do sistema,;

2. Transformacdo da matriz aumentada em uma matriz triangular superior;
3. Resolucdo do sistema linear equivalente, obtido a partir da matriz triangular superior,

utilizando retro substituicéo.

Apos a obtencdo da matriz aumentada ) a/b | procede-se a triangularizacdo, para isso S&o

executados 0s seguintes procedimentos:

e Definir os multiplicadores

elemento que se quer zerar

mij = P
pivo

pivd = elemento da diagonal principal localizado na mesma coluna do elemento que se quer zerar
(Aij, com i=j).

Assim,

Miz = Air, Mi2=Ai2, Miz=Aiz, ..., Mij= Aij i), com (i=2,3,...n) e (j=1,2,..,n)
A Az Agss Ajj i=j)

e Zerar todos os elementos abaixo da diagonal principal (Aij, com i=j para i,j=1,2...,n);
Ax1’= Az1- Marx A
As1’= Az- M2+ Anx

Asz2’= Azz- Mazx A2

Aij’= Aij— mi*(pivd) com(i=2,3...,n) e (j=1,2,...,n)
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A matriz triangular superior fica da seguinte forma:

b; /
O novo sistema linear obtido a partir da matriz triangular,

(Asr. X1+ Agz. Xot Az, Xat+ ... + Agj. Xj=by
Az, Xot+ Az Xat+ ...+ Agj. Xj=hy
< Azz. X3+ ... + Asj. Xj=bs

Ajj. Xj= bj

Dessa forma, basta fazer uma retro substituicdo, iniciando pela Gltima equacéo e substituindo
a incognita encontrada na equacdo imediatamente anterior, até que se tenham os valores de todas as
incdgnitas.

Caso exista algum elemento da diagonal principal que seja nulo, € feita a permutagédo entre

linhas, até que o coeficiente seja diferente de zero.

2.1.3 Decomposicdo de Cholesky

Segundo TREFETHEN & BAU (1997), se A € uma matriz positiva definitiva hermitiana, a
maneira padrdo de resolver um sistema de equacfes Ax = b € por Decomposicdo de Cholesky.

O metodo da decomposicdo de Cholesky consiste em decompor uma matriz A (simétrica e
definida positiva) na forma A4 = L = Lt, sendo L uma matriz triangular inferior em que todos os
elementos da diagonal principal sdo positivos.

Sabendo que a matriz A é definida positiva somente se for simétrica (A = A?) e se xtAx >
OvVx=+0.

Sabendo que A = L - Lt, temos:
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/A AD /Lll 0 .. } /Ln Lox ... Lia

11 A1z ..

A1 Az .. Ayl =|Lor L2 ... O * 0 L22.. L2

KAil A .. Ay Q L2 .. LU Q 0o .. W

Determinando os elementos da matriz L:
->COLUNA1

A= Lix L1t > L= VAn
Az1= Lo L11 2 Loi= Ax/ L1

Az1=Laix L11 2 L31= As1/ L

Air= Liz= L11 2 Lit= Air/ L1
—>COLUNA 2
A22= Laix Lot + Loox Loz > Laz= VA2 - (La1?

Az2 = Laix Log + Laox Lo 2 Lao= [Asz2- (Laix L21)

Aiz = Liz» Lot* Ligx Loz = Lio= Ai2 - [(Lii=L21) /L22]

=2 COLUNAJ

Aij= Lir» Lit" Lio« Lio+ ... + Ljj* Lij = Lij= Aiz- [(Ln)2 + (Liz)2 + ...+ (Li-1,j.1)2 ]

Encontrados todos os elementos que compdem a matriz L, basta aplicar a condicéo

A =L * Lt solucionando o sistema linear.
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2.2 ANALISE DE ESTRUTURAS

2.2.1 Introducéo a analise de estruturas

A anélise de estruturas consiste na previsdo do comportamento real da estrutura, considerando
todos os cendrios possiveis quanto a combinacdo esforcos e carregamentos atuantes na estrutura
através da concepc¢do de modelos tedricos. Sendo assim, a analise de estruturas é uma etapa essencial
da elaboracdo de um projeto estrutural, sabendo que os modelos tedricos serdo utilizados como
ferramentas para determinar as reacdes nos apoios, esforgos internos, os deslocamentos e rotacdes

atuantes na estrutura quando submetida a um determinado carregamento externo.

A andlise estrutural moderna trabalha com quatro niveis de abstracdo com relagdo a estrutura
que esta sendo analisada, sendo o primeiro o mundo fisico, isto €, o nivel que representa a
estrutura real tal como é construida.

O segundo nivel de abstracdo da analise estrutural é o modelo analitico utilizado para
representar matematicamente a estrutura que esta sendo analisada. Esse modelo é chamado
de modelo estrutural ou modelo matematico e incorpora todas as teorias e hipoteses
elaboradas para descrever o comportamento da estrutura em funcéao das diversas solicitacGes.

O terceiro nivel de abstracdo utilizado na analise estrutural é o modelo discreto, que €
concebido dentro das metodologias de calculo dos métodos de analise. (MARTHA, 2010)

Figura 2: Quatro niveis de abstracdo referentes a uma estrutura na anélise estrutural.

Model Model
Estrutura Real —> 0aelo —> ,O elo Modelo
Estrutural Discreto Computacional
Idealizacéo Métodos de Analise Implementacéo

Fonte: MARTHA (2010)

2.2.2 Leis constitutivas dos materiais

Com base em estudos e analise da composicdo real dos materiais, as propriedades
macroscopicas dos materiais estudados devem ser respeitadas. Para o desenvolvimento deste estudo,

0s materiais constituintes do pértico plano a ser analisado sdo considerados como lineares elasticos.

Segundo MARTHA (2010), no contexto de uma analise com pequenos deslocamentos, a tensao
normal associada a um esforco axial é dada pela razdo entre o valor do esforco e a area da secao
transversal, e a deformacdo normal € a razdo entre o alongamento da barra e seu comprimento

original. Assim, para barras verticais, tem-se:
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M pd ®
A [
e, para barras inclinadas, tem-se:
% _5, d, (2)
/ cosf

2.2.3 Método dos deslocamentos

Quando uma estrutura hiperestatica é estudada, ndo é possivel determinar as reacdes e
deslocamentos da estrutura apenas com as condicOes de equilibrio, se faz necesséario a utilizacdo de
métodos para a analise da estrutura. O que nada mais consiste em criar um sistema de equacfes
possivel e determinado, constituida por variaveis presentes na estrutura estudada fazendo que
qualquer reacéo, deslocamento ou forga interna possa ser determinada. Os métodos basicos da analise
de estruturas sdo o Métodos das Forcas e 0 Método dos Deslocamentos.

O método das Forcas ndo foi utilizado para o presente trabalho por requerer uma grande
quantidade de casos virtuais, tornando-o ineficiente para o problema.

O método dos deslocamentos ou método da rigidez consiste em "determinar, dentro do conjunto
de solucdes os deslocamentos que satisfazem as condi¢6es de compatibilidade, qual das solucbes faz
com que as condicOes de equilibrio também sejam satisfeitas.” MARTHA (2010)

Em uma estrutura reticulada o namero de incognitas sera definido pelo ntimero total de “graus
de liberdade” (GL) de todos os nds da estrutura, sendo o grau de liberdade do n6 a sua diregao de
possivel deslocamento.

Para a aplicacdo do méetodo dos deslocamentos, primeiramente deve ser adotado um modelo
teorico e faz-se a introducdo de vinculos ficticios, tornando a estrutura cinematicamente determinada.
Assim, as cargas aplicadas nas barras sdo consideradas de forma a calcular os esforcos causados na
estrutura fixa (sistema hipergeométrico).

Em seguida sdo estabelecidos os deslocamentos unitarios nos nds e calculados os esforcos
decorrentes destes na estrutura e, atraves da superposicdo de efeitos sdo calculados os esfor¢os totais
que devem estar em equilibrio com as forcas externas aplicadas nos nos. Por fim, chega-se a um

sistema de equacdes de equilibrio de forcas em torno dos nds da estrutura na forma de

{Bio} + [Kij] {di}=0 (3)
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No caso de um portico plano, cada ponto nodal apresenta trés graus de liberdade (dois
deslocamentos lineares e uma rotacdo) e uma secdo genérica apresenta trés esforgos internos, a saber:
um esforco normal, um esforgo cortante e um momento fletor.

Dessa forma, o Método dos Deslocamentos foi utilizado, visto que no caso de estruturas
reticuladas o Unico sistema principal possivel é obtido pela fixacdo de todos 0s nés.

A matriz de rigidez de um pdrtico plano serd sempre quadrada, simétrica, positiva e definida,
sendo sua dimensdo equivalente ao numero de graus de liberdade de cada elemento analisado na
estrutura. Sabendo que cada elemento da estrutura apresenta dois nés e, que cada no apresenta 3 graus
de liberdade, a matriz de rigidez do elemento analisado serd sempre de ordem seis (Kexs).

-K61 K62 K63 K64 K65 K66—
Segundo Martha (2016), ¢ possivel relacionar as deslocabilidades e for¢as generalizadas locais
de uma barra no sistema local com as deslocabilidades e forcas generalizadas no sistema global pela

equacao

{d'} = [R] - {d} (4)

Sendo [R] uma matriz de transformacéo por rotacéo:

'+ cosf@ +sené 0 0 0 0
—senf +cosé@ 0 0 0 0

R = 0 0 1 0 0 0
0 0 0 +cosf +send 0

0 0 0 —senf +cos@ 0

L0 0 0 0 0 1

A matriz de transformacédo por rotacdo é ortogonal, isto €, sua inversa é igual a sua transposta:
[R]™! = [R]”. Por causa disso, pode-se obter as deslocabilidades no sistema global em funcéo das
deslocabilidades no sistema

local a partir da transposta da matriz [R]:

Braz. J. of Develop., Curitiba, v. 6, n. 9, p.66905-66919, sep. 2020. ISSN 2525-8761



JRrazilian Journal of Development

{d} = [R]" - {d"} ()

3 METODOLOGIA - ANALISE COMPUTACIONAL

A analise computacional deste trabalho visa estudar qual o método algébrico mais eficiente
computacionalmente na solugéo de estruturas reticuladas e comparar os resultados. O algoritmo foi
desenvolvido na linguagem de programacao Python 3.6 através do software Spyder 3.1.2.

A andlise computacional foi realizada indicando qual o método mais eficiente na solucéo de
sistemas lineares na forma de ax = b comparando esfor¢co computacional e erro relativo.

A matriz de rigidez cresce de acordo com o grau de liberdade restringido pela variavel T, na
ordem de 3. Portanto, quando T = 1 a ordem da matriz sera 3 x 3, para T = 2 temos a ordem de 6 X 6.
Assim, para T = n teremos uma matriz de ordem 3n x 3n. De forma similar, a Matriz de Carregamento
é gerada de acordo com o grau de liberdade. Assim, para T = n tem-se uma matriz com o formato 3n
x 1.

Para a estimativa de erro no presente trabalho foi considerado uma andlise de erro absoluto
entre os resutados obtidos pela Eliminacéo de Gauss e a Decomposi¢cdo de Cholesky. O erro absoluto
é tido da diferenca entre o valor um nimero x e seu valor aproximado x obtido a partir de um

procedimento numerico.

E, =x— X (5)

METODO DOS
DESLOCAMENTOS

RESOLUCAO DO SISTEMA
DE EQUACAO LINEAR
TEMPO DE VERIFICACAO DE
PROCESSAMENTO ERRO

Fonte: Prdprio autor.
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3.1 ANALISE ALGEBRICA

O algoritmo desenvolvido para esta anélise apresenta nos dados de saida os resultados obtidos
na solugdo e comparacdo entre os metodos de solugdo de sistemas lineares citados anteriormente
aplicados a uma estrutura de pértico plano de dimenséo variavel sujeita a carregamentos nodais.

Na primeira etapa é definido o formato da estrutura na forma de quantidade de vigas e pilares,
estes com dimensGes pré-definidas gerando assim a matriz de rigidez global. Também é feito o
calculo dos carregamentos nodais sob a qual a estrutura estara sendo afetada.

Na segunda etapa é feita a solucdo pelo método da Rigidez Direta através das solucdes
algébricas diretas da Eliminagdo de Gauss e Decomposicdo de Cholesky.

Na terceira etapa € feita uma comparacdo do erro relativo percentual e tempo de processamento
entre os valores deslocabilidades obtidas com estes métodos.

O erro relativo percentual foi calculado da seguinte forma:

_ |eestudado — €referéncia 1 (6)
erelativopercentual - 100
€re feréncia

Na quarta e ultima etapa o algoritmo gera graficos para uma melhor visualizacdo e

demonstracéo dos resultados obtidos.

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Os resultados foram organizados em graficos de acordo com o método numérico utilizado na
solucdo da estrutura, e sdo apresentados a seguir.

O meétodo da Decomposicao de Cholesky mostrou-se bastante eficiente computacionalmente
por ter um tempo de processamento bem menor que da Eliminacdo de Gauss e por apresentar um erro

relativo percentual na casade 1-10717,
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Figura 4: Resultados para T = 10. (a) Grafico de Erro Absoluto. (b) Grafico de Tempo de Processamento.
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Figura 5: Resultados para T = 1000. (a) Gréafico de Erro Absoluto. (b) Grafico de Tempo de Processamento.
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Tabela 1 — Tempo de Processamento e Erro Maximo.

T Tempo de Processamento ER Intervalo da Matriz de
Total (s) FHS SESHImE Rigidez

T=10 0,019 3,81 x 1017 3-30

T=25 0,115 0,92 x 10-17 30-75

T=50 0,580 1,69 x 1017 75—150
T=100 2,389 1,22 x 10°17 150300
T=250 18,892 1,03 x 10-17 300-750
T=500 116,252 6,17 x 10-17 750 —1500
T=1000 769,559 6,30 x 10-17 1500 - 3000

Para a validagdo dos resultados obtidos através do software desenvolvido foi feita uma

parametrizacdo com software ja validado academicamente (ftool). Os resultados apontados para

ambos bateram, comprovando a eficacia do programa desenvolvido.
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Figura 6: Comparacéo de Resultados com Ftool.
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Tempo total de processamento: 0.00046417869998549577 segundos
Deslocabilidades Elimina¢do de Gauss:

[[ 8.75002188e-04]

[ 5.00000000e-07]

[ -2.25000563e-04]]

Deslocabilidades Decomposicao de Cholesky:
[[ 8.75002188e-04]
[ 5.00000000e-07]
[ -2.25000563e-04]]
Erro Absoluto: [6.5052130349130266e-19]
Tempo Eliminacdo de Gauss: [7.650784607449168e-05]
Tempo Decomposicao de Cholesky: [0.0001777407886720539]

Nodal
Displacements:
750e-04

Dx = 8 =

= §_000e-07

250e-04

rad

Dy

Rz

- -2

5 CONCLUSOES

Dentre os métodos analisados no estudo, a Decomposi¢do de Cholesky apresentou uma maior
eficiéncia, por demandar menos tempo de processamento, e um erro absoluto quase nulo, sendo o
méaximo de 6,3 x 10-17 no intervalo analisado no estudo. Devido a caracteristica exponencial das
curvas de tempo de processamento levantado no estudo para os métodos analisados, fica como
sugestdo a analise de mais métodos, de modo a encontrar qual deles gera uma curva com menor

ordem exponencial para apontar o ideal de modo a otimizar os programas estruturais profissionais.
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